CORRECTION DESEXERCICESSUR LESSUITES

ETUDE DE CONVERGENCE

84 Une coquille s'est glissée dans le manuel, la suite & éudier est défine

It
par uy=1 €t pour toul entier n par H,, =—— €l non par
Jui+ 1
)
i s, S
ndl T = =
*~."I“a:|5+ |

1. Initialisation : Aurang n=0 , wy=1>0 :la propriété est vraie au rang
pl)
Hérédité : Supposons que, pour n fixé, on ail @, >{ et démontrons que
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Dot u, (>0 .

Conclusion : ¥rne M, w, >0,
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Done (u, ) est décroissante.

3. (u,) estdécroissante et minorée par 0, done (i) converge.
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Il semble que i, = —
Jr+ 1

5. Initialisation : Aurang n=0 | w,=1= i
SO0+

Hérédité : Supposons que. pour »# Hixé, on ait u, = et démontrons
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que i
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|
N 1

Conclusion : Vne v | u, =

6. lim n4l=+0w

H—3 o o 4 —
par composée lim Jn+ | =+ |
lim .Jv=+ o M=h % e
e e

Par inverse : lim w, =0 .
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l. Yneh

* Ypell.n] a*+p=n*>0, donc

Jnt+p W
; I _ | . | b1
saitque ¥pe [l.n] ——= =, done : U =nx -/ |
[ i H
e+ p
1 majorée par |
boest cronssante et majorée done (L)) converge
I. Yni y Wy =M, e 0. (u,) estorossante,
(n+1}in+|
i T - —I_I_ _l. '.."Iifl._ :-':” =/
Jn=1 Jn fngn—|
| = =7
Jndn=1{Jn+Jn=1) n In=1+{n=1 )l
= ndn et (in=11Jn=n ,."'rr o
; r | T
" | +(n 1Yy /n=2nin . sonl s —_— =
Jn=1 «n  2Andn
1 1 1
< - — )
42 V1 // 2
1 1 1
< / /
6V 3 \/2 /3
> on effectue la somme
1 1 1
3 // o
2(n-1)V(n-1)  Vn-2 N A-l
1 1 1
< -4 - J
2nVn %n-l vyn
n 1 1 1
D’ou < -
p=2  2p\p \Vn



2
)3 < 2 -
p=2 p\/p \/ n
soit
n 1 2
>———— < 3 -
p=1 p\p \n
Soit encore
U, < 3

c’est — a — dire (lUnajorée par 3.

4. (U,) croissante et majorée converge .

L I I (2a+n+(2n+2n—-(2n+1)(2n+2)
M An4+2 2n+

n 2in+1mmi2n+1)

-3 -

_ . <) . Donc (u,) estdécroissante,
2in+1n(2n+1)

- P
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; " | | _
4* gtpourtout Usp=n , = = =
2n n+p n
¢ N . o i =
—_-—l =W, = - ,d'olt D=u,=2 .
N ' 1l

=51 minorée par (1 et décroissante, donc (u, ) converge.



90 1. Soit f la fonction définie sur [0 ; +eo[ par f{x}=sin x—x.

f est dérivable sur [0 : 4] et, pour lout Y€ [0 +ea] |
f(x)=-cos x—1=0.Denc f estdécrossante sur [0 s +ea| . uinsi pour
tout xe [0 4+es], flx)=f(0),s0il sinx—y=0

2. Parrécurrence, aurang 0 1 uy= % e (ﬂ : g} ! )

~

On suppose que pour ne [ fixe, u, € [U . E] :

Donc sin (u,) =u, EZ—T el u,€ [{l : g] entrainent sin u, =0 |
Ainsi = sin unég LSOit M, E [ﬂ : %:| .

3 Wane Nt L ow
d'apres 2. (n,) est déeroissante.

~u,=sinu,—u, =0 dapres L, car u, =0

4. (u,) estdecromssanie ef minorée par 0, done (u,) converge.

5, Doaprés 1., le tableau de variations de [ est le suivant :

3 {

=

[ =

fix) \ li

D"aprés le tableau de variations, f est strictement décroissante de LU : ﬂ i

2z

valeurs dans |l i HJ ;
. 2
Done  flx) =0 admet une unigue solution sur _rEI f ﬂ gui est 0.

6. Wne N, u,,  =sinu, .S n estcontinue sur [ et (u,) converge
vers € done € vérifie £=sin £ ,soit f(£)=0 .donc =10 d'aprés3.



91 1. Yne N, u,,, —u,=u;=0 . Donc (u,) estcroissanie.

2. Soit f la fonction définie par f{x)=x*+x . Vne N . u, = flu,) .
£ est continue sur % , car ¢’est une fonction polynéme ;

« soit (u,) convergevers {e R alors ¢ vérifie £=f(é) ;

e s0it £=¢2+¢  donc =0 .

3. Comme (u,) estcroissante alors Vne N, n=1 = u, =wu Soit
w, = ui+uy . Or si (u,) converge vers ¢ alors (= Ui + g >0, or
=0 daprés 2. ce qui est contradictoire.

4. On montre par récurrence sur ne B que w, € |- 10 .

Aurang 0@ uj+uy<0  done uylig+ 11<0 .soit ;€ 1-1:.0[.

On suppose que pour ne N fixe, w, e ]01[ el on monire que
w,, 1€ 1-1:00 .Ona w,,  =uj+tu,.

On étudie la fonction définie par  fx)=x*+x ., xe[-1,0] .

On obtient le tableau suivant :©

X = i)

L.
pd
FHx) ﬁ
0 ' 0
fix) \ _l /
4
Doncsi w, € |=1:0[ alors w,, € }—i b D[ c }=1;0[ -

(u,) estcroissante et majorée, (u,) converge et d'aprés 2. su limite est 0,

92 1.

Myl
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2. Aurang (}: wy=-2 et u|=,f2 Jdone O0=wu, =2 .
On suppose que pour n e M* fixe, O0=u, =2 .

Alors 3‘53+%u":—‘54, d'ou ﬁﬂu“,ﬂz. ainst. on a bien

0=u,,,=2 .0naainsi montré que Vn € B, 0=u=2.



1 g
13+ S 0, i,

Or O0=u, =2 don¢ u,, —u,=0. (u,) estcroissante.

4. (u,) estcroissante el majorée. Donc (u,) converge.

[

Vne M . w, = f(u,) avec f lafonction définie par f(x)= 13+
N

xe [-212]1.

[estcontinue sur [-2:2] et Vnel , u,e[-2;2

De plus (u,) convergevers fe [-2;2] .

—_—

Done €= fi£) . soit £’=J3+_1, ¢, d'oh ff‘=% ou =2 .

Orpourtout n=1, u, =0 ,donc ¢=2 .

5%+
F



SUITESADJACENTES

f —1 3
- a u,=2+— ot v =2+ '
ﬂ " n+ | g n+2
(x,) estcroissanteet (v,) estdécroissante.
m w -v =0 ,donc (u,) et (v,) sontadjacentes.

" —a =
b. (u,) estcroissanteet (v,) estdécroissante,
bm w -v =0 .donc (u,) et (v,) sontadjacentes.

E— =

€ (=) e (v.) sontdécroissantes, ellés ne sont donc pas adjacentes,
d bm e v, ==1.

=

; j ) I | |
” VHE i"ﬁ".!..‘lﬂ+|—f_,luz + s )

2n+2 Zn+l n

— g — 2
= | i
2nin+ 1) (2n+ H{: j

{7_) est décroissante,
I " I e | =
2n+2 2n+1l n+l e+ 1)(2n+1)

(V) estcroissante. :

VneN*,V, -V, =

Vne N*, V, - U,rz—l donc lim V - =0,
h' i
i 5 = 4 =

Les suites (/) et (V) sont adjacentes.

95 (0) estcroissante, (V) est décrolssante.

lim (V,~ 0 )= lim l+%:u_
T L m—s 4 o JT1 1

Donc (U ) et (V) sont adjacentes.



96 On montre par récurrence sur ne N que v, >u, >0 .

L. Aurang0: vy=h , uy=a et h>a par hypothése.
On suppose que v_>u, sur ne % .
u,>0 e v;>0 ;donc w,, >0 ainsique v, >0 .

o+ WV
-1 LB i
Va+'l 8 = 3 U5V,

uﬂ+rﬂ.—1_1.|llﬂnl'" 1 -
= 3 =§[||'n_,,- I;"vﬂj =0 s T

Donc Vae B, v, >u >0 . ¢
L Vnely My o=, = ,I'u"1.-u—u;=ju_“{,ﬁr-_—,ju_n};ﬂ. car
Vi >y

Donc (u,) est croissante.

i, — ¥,

Y Vne . Ve [~ W=

Vi > =0 daprés L., donc (v,) est décrois-

Sanie.
4 Vix,v)e RZ, (x—y)?=x2—-2xy+42
Donc y2 - a2 —(x - ¥)?=p2 - x2 = x2 4 2xy - ¥
=— Hx? —xy)=- 2alx—v)-
Orx—y=0etx=0._.donc - 2x{x—v) =10, s0il :
_"'1“11;[1_:"}:



98 1. Moo — =

2.

o ”,-‘-’ﬂ - Donc (u,) estcroissante.
f |

1 | 1

Tnr T ":{u+l]! (n+1)n+1) nn'
N |

nin+ 1){n+ 1)
- |

“nln+ 1)(n+ 1)

ln(n+ 1) +n—(n+1)?]

[-1]=<D.

Done (v,) est décroissante.

3.

4.
3.

limi u,—v, =0
n—p+4=

{u,) et (v,) sontadjacentes, donc convergent vers la méme Limite.

i
[ *‘:f—'ﬂi!.-* ,,
i} q i

qlu,<(g-1 ]!F{Ij'!(ﬂq+ -]—] :

q4q"

gru, < plg- I}!{q!uﬁ_+l-::q!uq+ b s
q

Or glu, e W, d'ob la contradiction.

3 I ) 3 I
1 —a, =(—1)""*} ——— 4 (=1)*n+12 ;
9 %ot =G =400 n+2+l ] 2n+ 1
| | )
& — >0 . Donc st e,
. deas ne (@) estcroissan
1 3 | l !
2. b =(-1)28+4 +{=1)n+3 = —
Onar=by=(=1) 2n+13 =2 2n+2 2n4+3 Zn+2
Done (b,) est décroissante.
3 b-a,=(-17"*2— donc kim b,—a,=0.
:—!l'.l+| B =% 4o
4. (a,) et (b,) sontadjacentes.
5. lexiste fe R telque a,<¢<b, et uy,<l<u,, ,, .
6. £= lim wu,, = lim s, , - donc pour tout intervalle ! ouvert

n—#o A —t + =

contenant ¢ ilexiste Ne N* et Nefi* wlque n=N = Uy, € 1

et n=N =u, el.

Soit M=max (N.N"+1) .donc n=2M 2 u, el et lim w,=¢.

o o—b e

10
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100 1. Auvrang0: w,e O & vo€ Q | car uy=0 et v;=2 ,
Onsupposepour ne N que u_e Q o v, Q , donc:

u_ +1 O |
= el a y

. ' 7
HH+.. l"+_

e .

Soit u,, €@ et v, ,eQ.
Done YneM ., u, e Q a v, €Q .

bl —2u. -wl-u.+1
¥ i " n n_ n ]
u, +2 u +2
R T P T,
St f:——l.:..L e f =%5..
= (o =) (u—F) =¥, — &)y, - ")
HH+|_“H= - et li.l'l-l-l_llllflz < b
“,+2 v, +2

3. Onmontre par récurrence sur ne N que Osu, =6 et v,=¢.
Aurang 0 u;=0 ,donc O<uy= ¢ et vy=2 .donc v, = ¢ .
Onsuppose pousr ne s que O<u, = ¢ et v, =¢ .

Soit f la fonction définie sur |-2 ; + oo par j'{.::]n:"”"}j ,
x+2
o= 0 & e |eSi 0=y, €
=7 = f(£)
f(x) 4 ;f )= flu,) = f
: ;EHHL’EF.
. ¢—"" " | done D=u,,  <¢.
fix) ]__'__...rfr"f’.f g L
_Dﬂ-"i _f{u"jaj'{f—'j U.I'I+|3f'

Done Vae N O=u,=¢ et v, = v . Ainsi:
J"‘::|+I_""'rr‘::h"{} el ”u-il""nﬂﬂ'

lu, ) estcroissante et (v,) est décroissante.

; : £+
4. = ¥ s F= T _
f{6) , done e

5, ||'“='—]':J'—""'5 .car =0 .

11



101 1 :¢"+|—¢¢,,=—I:}{} .Donc (u,) estcroissante,
(413
I st I _ntnin+l)—(n+1)°

(r+ 1) n+1 n (n+1)n

V| =M=

n+mten—nt-2n—-1_ -~
nlin+1)2 nin+1)°
(v, 1 est décroissante.
| ;
i, -V, =—= .donc lim w,=v, =0 .
fl f—b o

fug) et (v osont adjacentes,
2. On wouve 1,6

102 vne & .
-
—hFI_H"-— H_ | c . )
oy = —— _T———;qﬂ .Done (u,) estdécroissante ;
I | | | I | I
| — =y -y ———— e — e 4= -
EAL S el N S YT Ua mEl R el N
In— _
S kb SR =0 lorsqune n=1 .
2nin+ 1) 2an+1)
Bone (v,) .. esteroissante,
cu=lem=tei=2. w2 ap=dilog,
7 {Aray S -
== By s =
74 T4 3 12

{ | —(n+2
103 - My —H,==2afn+24+2n+1+ ! =2y BT (n+2)
s+l sl +ne2

! =—2.fn+f+ ntl+ant+d_ Jn+2—dn+ | =B
Jn+] {Jn+l+._."n+2}Jn+] [Jﬂ'!+|+q’”+2}.\lﬂ+]
lu_) est done croissante,
— | =+ 1) I
* v =, ==2idn+ 1+ n ¢ =2 +
' N & n+ 1+ .Jn Jmt
=_2\-F"+Tl+q'l”+]+\f{;r= .Jrr':—..,."n+l =0

(o + 1 +.n) o+ ( n+1+.ﬁ;)4;"n+1h

I s décroissante,

Yne iy | u”—wH:—E.Jn+l+2-"'r_?=_—_2—— i
4+ o+ |
donc  lim = v, =0 .
[T RS

Aunsi les suites () el (v,) sont adjacentes.

12



W4 1. ;=1 donc uy=—4 .Onsuppose 4. = -4 pour ne N .
0 i " P

: g Taw -5 —_ 1 v —
3 Uy=2=—4 donc u,, =—4 . Ainsi Vne N, u, =-4

p A u,:”—fJ,I:—:]—iun—Efn{I.uﬂr u,=—4 ,
Donc (u,) est décroissante.
3. vp=-6 etvy=-4 .Onsuppose v, <-4 pour ne M

R

=-4 .donc v, =-4  Ainsi Yne N , v =4 .

|
-1 e _"_l';-_ ey E_
& Vo R E 5 Vy—e=0 ,car v, 4

Done (v,)  est croissante.

L

W=ty =V

{w,] est géométrique de raison

et de premier terme 7,

b | —

7. lim w,=0 ,done (u,) et (v,) sontadjacentes.
Rt g0

8. (u,) et (v ) convergent
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