PROBABILITES

| — PROBABILITES CONDITIONNELLES.

1°) -Evénements indépendants

Exemple: Dans un sac on a 2 boules rouges et 3 boulasdlédiscernables au toucher

On préléve au hasard une boule dont on note l&apst on la remet dans le sac. On recommencee@airune
deuxiéme boule. Un résultat est un couple (prentiétde tirée, deuxiéme boule tirée).

On suppose que tous les couples possibles somiréhables.

1°) A l'aide d’un arbre dénombrer tous les résal@ssibles.

2°) Déterminer la probabilité de I'événement Aonr<a une boule bleue au premier tirage » et défiément

B : «on a une boule bleue au deuxiéme tirages>PUANB).
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25 résultats possibles (5x5)
P(A)= 15/25=23/5 P(B)=15/25/53 P(ANB)=9/25=P(A)xP(B)
Ici la réalisation de A n’influence pas la réalisatde B
Définition

Deux événements A et B sont dits INDEPENDANTS las®( AN B)=P(A)xP(B)

2°) Conditionnement

Dans un sac on a 2 boules rouges et 3 boules bladéesxernables au toucher

On préléve au hasard une boule dont on note l&uoeton ne la remet pas dans le sa©n recommence en
prenant une deuxiéme boule. Un résultat est unlequgremiére boule tirée, deuxiéme boule tirée ).

On suppose que tous les couples possibles somiréhables.

1°) A l'aide d’un arbre dénombrer tous les résal@ssibles.

2°) Déterminer la probabilité de I'événement Aon<a une boule bleue au premier tirage » et défiément

B : «on a une boule bleue au deuxieme tirageP{ AN B )
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il y a 20 résultats possibles (5x 4)
P(A)=3/5
P(B)=(2+2+2+3+3)/20=3/5doR€A) x P(B) =9/25
Calculde P(ANB):
Il faut avoir une boule bleue au premier tiragared boule bleue au deuxieme tirage.
D’aprés notre premier arbre cela donne :
P(ANB)=(2+2+2)/20=3/10

Pour le calcul d®( ANB) on peut aussi représenter un arbre ou

au premier niveau sont écrities probabilités de tirer une boule b et de tirer ne boule r,
et au second niveau les probabilidégirer une boule b ou r en tenant compte du prenair choix
(qui conditionne le secondte sont des probabilités conditionnelles

b 6/20 =3/10R{ANB)
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On remarque que laprobabilité de tirer une boule b ati tirage et une boule b ali"? est égale
au produit de la probabilité de tirer une boulaida( c’est — a — dire P(A)) par la probabilité de
tirer une boule b au ™ sachant gue I'on a tiré une boule b au®l .En effet :
3 2
P(ANB)=——x——=6/20=3/10
5 4
etonabien P(A)xP(BAP (AN B).

Définition

Si P(B) non nul, on appelle probabilité de Alsad B ou probabilité de A si B, notég (PA ) ou
P( A/B), le quotient suivant :

P(ANB)

BA)=
P(B)




Exemple: Dans notre exemple P B ) = 2/4= 1

Définition

Soit P une probabilité sur un univers E et B uén&ment tel que P( BAO .
L'application R: E____ [0;1] est appelée probabilité conditionnelle sachant B.

A~ Ps (A)

Propriétés immédiates

1.0<Ps(A) <1

2. SiIANB= @ alors R A) = 0.
3.R(B)=1

4. R(A)=1-R(A)

5. P(AN B)=P(A).R(B) =P(B).R(A)

Preuves :
1. ANB est une partie de B donc P(A1B) < P( B ). Comme les probabilités sont positives1 adonc
P( ANB) P( AB)
<1 et ———= 0. D’ou le résultat.

P(B) P(B)
2. Immédiat _ _
3. Immédiat _ P(™B) P( AB) P(AB) + P( AB)
4P (A)+R(A)= + =

P(B) P(B) P()B
Or (ANB) U (ANB)=B et (AB) N (ANB)=@ d'oll le résultat.
5. Probabilités conditionnelles.

Remargues :P(A)#0et P(B }# 0

1. A et B sont indépendants ssiy (B )
A et B sont indépendants ssig (FA )

P(A B)
2.P(B) = e

Exemples:

1. Une population est composée de 54% d’homme8%tde femmes. Une enquéte montre que 30% des hommes

et 40 % des femmes de cette population ne fument pa

a. Quelle est la proportion de fumeurs dans cegpellation ?

b. On prend un individu au hasard .Quelle estddabilité pour que ce soit 1 homme fumeur ; etlguest la probabilité que ce
soit un homme sachant que c’est un fumeur.

2. Dans un sac on a 4 boules bleues numérotéds, 2 , 3 et 6 boules rouges numérotées 1 ,,12,,13 et 4 indiscernables au
toucher .On en tire une au hasard. On considéwériement B : « la boule tirée est bleue » eéhément R : « la boule tirée est
rouge », I'événement Q : « la boule tirée porte°e » et I'événement U : « la boule tirée porta‘dg ».Calculer les probabilités
de ces événements.

Que peut —on dire des événements BetU? QetB ?




la. Parmiles hommes, il y a 70% de fumeurs ehplas femmes , il y en a 60%.

70 60

— x 54 +——x46 =0,654 = 65,4/100 c'est — a — dire 65,4%erfiarque : on peut aussi utiliser un tableau
100 100 a double entrée)

1b.P(HN FR)=0.378 PR(H)=P(HN R)P(FR)=0.578

2.P(B)=4/10 P(R)=6/10 P(Q)=1/10 P(+£b/10 =% =2/4=@( U ) donc U et B sont indépendants
Ps(Q)=0etP(Q)=1/10 donc B et Q ne sontipdépendants

REMARQUE : dans cet exercice on constate qu'il ne faut pasrfondre événements indépendants et
événements disjoints

Variables aléatoires indépendantes
Soit deux variables aléatoires X et Y associéesmaéme expérience aléatoire

Définition

X prend les valeurs; Xi entier naturel allant de 0 & n) et Y( ] enti@turel allant de 0 a m) prend les
valeursy.

On dit que les deux variables aléatoires sont iedéantes pour la probabilité P si pour tout entier
et pour tout entier j, les événements ( X ¥et (Y =y) sont indépendants cad
PO(X=x)N(Y=¥%))=P(X=x)xP(Y=y).

Exemple :L’expérience consiste a lancer deux dés parfaiteéguilibrés : X désigne la variable
aléatoire égale a la somme des deux nombres obtantlesface supérieure et Y est la variable aiéato
égale a leur produit. Calculer P( X =2) et P( 8)5uis P((X =21 (Y =3)) .Ces deux variables
aléatoires sont elles indépendantes

P((X=2)N(Y=3))=0 etP((X=2))x((Y=3) )12

Expériences répétées indépendantes

Définition et propriété
On dit que des expériences aléatoires répétéessigpendantes si le résultat de I'une d’entreselle
n'a aucune influence sur le déroulement des autres

Lors de la répétition d’expériences aléatoinependantes, on admettra que la probabilité d’une liste
de résultats est égale BRODUIT des probabilités de chacun des résultats .

Exemple :On procéde a deux tirages successifs de la ménee urn
Les tirages avec remise du premier jeton condugseletux expériences indépendantes contrairementieage sans
remise puisque le résultat du premier tirage caie celui du deuxieme tirage.

Exercice: Deux boules rouges et une verte indiscernablesuahér, sont placées dans une urne.
On tire au hasard successivement et avec remisebdeles de I'urne.

1°) Quelle est la probabilité de tirer les deuxlbsuouges

2°) Quelle est la probabilité de tirer deux bowescouleurs différentes.

1.4/9
2.2/9+2/9=4/9

3°) Probabilités totales
Propriété

E est un univers et A est un événement de E tePue)#0. Pour tout événement B

P(B)=P(BNA)+P(BN A)=P(A).R(B)+P(A).R(B)




Pa(B)

— /
Remargue: Ona E = AUA, c’est une partition de E. P(A) A—_

_ P(B)
_ R
< PAB) o
_ A _—
P(A) \
. B
Définition
E est un univers . Pour un entier naturala si A ; A, ; ... et A, sont n évts tels que
P(A) #0 pour touti=1,2,...,n
ANA= @ pour touts# j les événements , AA, ; ... et A, forment ungdartition de E.

A;UAU..UA,=E

Formule des probabilités totales

Soit A ; Az ... et Ay une partition de E.B un événement quelconque.de E

P(B)=P(BNA)+P(BN A))+ ...+ P(BNA,)=Par (B).P(A) +Pa (B).P(A)+...+ Pa (B).P(A,)

Un arbre de probabilité B P(BNA;) —
PAl ( B )
E=A;UAUA;
A,
P(A1)
B P(BﬂAz)% P(B )
Paz ( B/
P(A) A
B
P(A3)
’ B P(BNA;) —/
PA3 ( B )
Az
"B




Preuve : B =(BNA;)U(BN A)U...U(BNA,)avecAiNA = @ pour touts# j
DoncP(B)=P(BNA;)+P(BN Ay,)+..+P(BNA,)etpourtoutidans{l;...;n}
P(BNA;) =P, (B).P(A)dou le résultat.

Exemples :
1.Un test medical concernant une allergie a unyptodtest effectué sur la totalité d’'une populatibime étude

statistique établit que 70 % de la pop Réagit négraient au test( evt N) ; 20 % réagit faiblemantest ( evt F) et
10% réagit fortement au test (evt R) .

La probabilité pour une personne de cette populaait allergique au produit X (evt M) est

0.9 gd le test est fortement positif/0.6 qd le &sttfaiblement positif/0.05 gd le test est négatif

2.Arbre de probabilités

Pour la fabrication d’un jouet, on utilise ( entngtres ) une emboutisseuse en plastique , puishat peintre.
Les probabilités pour que 'emboutisseuse et lerpkeintre tombent en panne sont respectivemenit 818107
Etant donné les cadences, on estime que lorsquedetisseuse est en panne la probabilité pourejtmbbt soit &
panne est 0.25.

1°) Calculer la probabilité pour que le robot enfboutisseuse soient en panne.

2°) Calculer la probabilité pour que le robot entboutisseuse fonctionnent.

3. Calcul de probabilités conditionnelles

Un sujet commun de Physique peut étre créé pasf@gseurs X, Y et Z, avec les probabilités sueacbmpte
tenu de I'expérience des années précédentes :

>

P(X) =0.35 P(Y)=0.4 et PB(Z0.25
Les étudiants craignent un sujet portant sur &ikélé (évt R) et connaissant leurs professeursgstiquent :
Px(R)=0.2 WR)=0.5 #R)=0.8

1°) Traduire I'hypothése,# R) = 0.2 par une phrase liée aux probabittitionnelles. Traduire a 'aide
d’'un arbre de probabilités les données de I'’énoncé.

2°) Calculer la probabilité pour que le sujet ppegte sur la relativité.

3°) Le sujet porte sur la relativité a 'exameruglie est alors la probabilité pour que X ait awéésujet ?

1.
05 M P(M)=Pr (M).P(R)+R(M).P(F)+ Py (M).P(N)=0.245
o1 R M
0.2 e y M
o N 005 Y
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2. E : « I'emboutisseuse fonctionne » R : « kotdonctionne »

05 R 0905 1. P(RNE)=PR:(R)XxP(E) =0.05
/ 2P.(R)=1-R(R) =0.75

E R _ _ _

0.98 P(RNE)=PR-(R)XxP(E)=0.75x0.02 = 0.015
P(R)=P(RVE)+P(RN E) etP(R)=0.08

0.02 _ 0.75 R 0.015

E / P(RNE)=P(R)-P(RVE) =1-P(R)-P( R E)

005 R P(RN E)=0.905
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2°) La formule des probabilités totales donne

P(R)=P(RAVX)+P(RN Y) +P(RN Z)
P(R)=Px (R).P(X)+R (R).P(M)+FR (R).P(Z)
P(R) =0.47

3°) Py( X ) =P(XN R)/P(R % 0.149




